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ABSTRACT 
The analysis of transmission line tapers is approached 
throu s h an integral equation formulation (e~uivalent to 
a seri~s solution for propagation through an inhomoge-
neous medium given by Bremmer) which can be used to ite-
r~tively obtain approximations, the first of which is 
the formula ordinarily used in the analysis and synthesis 
problems. From the second, an estimation of the error in-
volved in the computation of the reflection is obtained 
and studied in detail for the exponential and the Cheby-
chev tapers. This latter is found to be very sensitive 
to the approximations involved far large mismatches and/ 
or low residual reflections. Formulas and graphs are gi-
ven that allow one to assess the accuracy and to impro-
ve the design. 
INTRODUCCION 
Nos ref e riremos a la situacion 
de la fig. 1: Una l!nea de transml 
sion ideal de impedancia caracte-
r!stica Z0 =1 canectada mediants u-
na transicion de longitud L a una 
sacci on adaptada de Z0 =ZL. Estamas 
intsrssadas en el coeficients de 
reflexion p(o) a la entrada de la 
lfnea en regimen senoidal psrmane~ 
te. 
Si se supone la velacidad de f~ 
se constants en el sistema, p(x) 
obedece la ecuacion /1/, /2/: 
dP 1. 
dx _=2Y~-(l-f)F(x) (1) 
con 
y r la constants de propagacion. E:~ 
ta ecuacion sola puede integrarse 
en ciertas cas6s; para si se supo-
ne f(x)<< 1 en la tr~nsicion, de 
forma que pueda despreciarse, se 





Fig. 1.- Situacion baja estudio. 
I 
· 2yx fL -2ry ·. 
f(x)=e x F(y)s dy=R(x) (2) 
Esta expresion es ~til tanto en 
analisis coma en s!ntesis, ~era 
par su caracter aproximado se con-
sidera precise solamente para des~ 
daptaciones pequanas. 
En este trabajo se investiga el 
111argen de ' validez de (2) y se est~ 
blecen catas para las errores invo 
lucrados sin recurrir a la integr~ 
cion numsrica de (1). 
ANALISIS PRELIMINAR 
En la transicion, la tension y 





dx J(x)= -P 0 (x )I( x) (3a) 
~ x I(x)=- zo f x) V(x) (3b) 
con 'tla c onstants de propagacion, 
s upu esta independiente de la posi-
ci on (en caso contr a rio, Ias ec ua-
cione s siempre pu ed en red ucirse a 
las (3) mediante un cambio de va~ 
r iab le /2/,/3/) y Z
0
( x ) la impe-
dancia caracteristica loc a l de l a 
transicion. 
Si las solucion es las expresa-
mos en la forma (metodo wKB, /4/, 
/5/): 
REFLEXION ES MULTIPLES 
La interpretacion del final del 
parra fo an te rior se puede poner de 
manifiasto si en (~) sustituimos 
f(x) por sf(x) y pon e mos: 
P<1 
At= Z snA± (7) 
D n 
con s una cantidad que se introdu-
ce por conveniencia y que poste-
riormente red ucimos a la unid ad. 
Se obtien e : 
L ;; + 
1 
=-f(x)e - 2y xA ~ (nfD) (Ba) 
dx nt 
V(x)=(Z 0 ( x )) 1 / 2 ( A t( x )e-~( x )t A -( x)e~ ( x)) 
I( x )=(Z 0 ( x) )-l/ 2 ( A +( x )e-f (x )_ ~ ~( x)eP ( x )) 
(4a) 
(4b) 
resulta ~(x)=(xi · y, con f(x) coma 
en ( 1): . · · 
(Sa) 
(sb) 
Si SUROQemos una onda incidents 
de amp:).itud unidad, A-(O)=V-(0)=1, 
y t~nemos en . cuenta q ue A-(L)=D, 
la~ e6uaci6~ss anter f ores se inte-
gran f~cilmente, obteniendo: 
I ' ' • 
--------------~-------------------
d - -2Y X + 
d;·~m tl =-f(x)e Am (mfD) (Bb) 
y l a s derivadas de A~ y A ~ nul as. 
Es evidente de estas expresio-
nes que el termino A~ 1 represen-
ts la onda generada p~r reflexion 
, + '1 t cont1n¥a de 1~ Am y ana ogamen e 
para An+l y An (fig. 2). 
Con las mism a s condiciones que 
para obtener (6) se obtiene ahora: 




x,t)A t)dt (6) 
con el n~cleo dado par . . 
K ( x,t)=-f(t)e
2
YtJL ( t) f(t)e-
2
Ytdt 
· O . . ma x x , 
( 7) 
A;nt2 (x)=J; K 0 (x,t)A2n(t)dt 





La ec. (6) puede utilizarse pa-
ra calcular f(D)=A-(0) por itera-
cion. Comenzando par la aproxima-
cion inicial A-(0)=0, se obtiene 
la . aproxim a ci-Dn clasica (l), . y pro 
~-ediendo de esta manera obten-dri;;~: 
mos una solucion en serie de Neu-
mann para la ecuacion integral (6), 
~ un~ ue su c ~ mpl ~ jid a d analities la 
hace impractica para calculos. Una 
e cu acio n a na loga fue obtenid a par 
p r i ~ era vez por Bremmer en rela-
c ion c on un proj! ~ ~a de propaga-
ci6n. en un media inh:nnogeneo por 
sustitucion jel madio par un c on-
junta da capa s y c on side raci6n da 
las rJof~ ~ xia n ~s m~ltip les ent r e e-
llas t:.1 . 
Fig. 2 .- [sq uam a de ge n eraci6n de 
refl exion es multiples. 
Es dac ir, se obt ian en las mism as 
exprasiones de las apr ox imaci on es 
sucesivas de l a ecuacion integral 
(6), como ad~lantam os en el p2rr~ 
fo an terior. 
£5TIM A~ IL N ~ EL E IRC H 
Podemos utilizer A;( o) como es 
tima cion del c rr a r c ometid: al u ti 
liz;or (2) , £= //f( O)i -/ H(U) //: 
E.~ \..I)G)/ = IJ~ (-4 ~(t) ) 2r(t) e 2ytdt I 
~~li~\!ed iJ~ f(t)dt\=M ( 10) 
(Notese qua si se 'supone L (x) mo 
notona en la transl cion, 8~ sign~ 
de f(x) es constants). 
5e puede compro ba r , dodo el ea 
racter oscil ato rio de H- y e l com-
portamianto de f(x) en ±as transl 
clones utili ze das normalmente, ~ u e 
(11) 
co n 0,5~r:>LJ,7. Si a dema s la trnn 
s icion as simetrics, as decir, si 
f(x )=f(x-L), as 
lf(x)\ =if(L/2)\ max 
E.~\A 3 (o)\:S 2f 2 jr(~)\ 
2
\lnZJ= M (1 2 ) 
0,5~r·~0,7 
TRANSICION EXPUN EN CIA L 
Es util :Ja:::c v·:r ific ar las CO!:!_ 
clusion es ant eriores ya r ue se d i~ 
po ne de su solucion exa c ta /2/ . 
Los re sultados se rac oge n en la ta 
bla 1 y en la fi g . 3. 
Tt-\6Lt\ 1.- Comp 2raci6n del valor 
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~n la l ao la 1 puede observarse 
como, oa ra L~A• .1; supone una ex-
celente c orreccion al valur aproxl 
ma do H utilizado convencionalmente. 
TRANSIClCN JE CHEBICHEV 
Se sabe ~ue ss optim a en el se~ 
tido de ~ ue ~ ara ZL y reflexion r~ 
si du al \Rj dados en la ba nda de p~ 
s:J , l;e lo~gitud re c; uerida es mini -
ma / 6/. La fig. 4 repre s ents esta 
l on git ud en funcion de ZL conjRj 
coma para~etro . - m 
En el analisis que sigue hare-
mos las si~uiantes hipotesis: 1) 
Ya que el error de R es significa-
tivo para ZL grande y \H\m ~eque­
iio, sup ondr e mos que la long1tud de 
la transicion es par lo menos 0,5A0 
2) Las discontinuidades de Z (x) 
en !os extremos de la transi8ion 
se despreci a n en la estimacion de 
!os errores (se comprueba que es-
tas discontinuidades representan 
menos de l 5 ~ de la desadaptacion 
lo9aritmica 0,5 ln ZL). 
Se puede demostrar tambien que 
!as condiciones que permiten escr~ 
bir (11) se satisfacen tambien en 




1 ~-\ 2(3 F(x) ~ O,OB 
Se obtiene entonces: 
0,5 ~r~·0,7 
con 
ln Z ) 3 
L 




cot a PI para una transicion sxponencial de lon gitud tal que H=O. 
(JL I Pi IA;(o)l 1"1 ( r=O, 6) 
n 0,0020 0,0022 0,0025 
2f\ 0,0005 o,coos 0,0006 ZL= 2 
3fl ll,OU02 0,0002 0,0003 
I! ll, OB46 O,U776 0,0928 
211 0,0196 0,0191 0,0232 i.L=lO 
3n 0,0085 0,0086 0,0103 
n 0,1966 C,l705 0,2LJ43 
2 11 0,0439 0,0423 O,G.Jll ZL =20 
3 11 0,0191 0,0190 0,0227 
70 
con ~ 0 y f•l los valores de~ Y l'l en 
el extremB inferior de la banda de 
paso de la transicion. 
En la Fig. 4, donde se repress£!_ 
tan lineae ds l'l constants, ss o£ 
ssrva su rapido 0 crecimiento con la 
carga Z ; la . transicion ds Chebi-
chev sslmuy sensible a las aproxl 
maciones implicitas en la Formula 
(2). En la misma figura ss dibuja 
la linea donde la cota del error 
astimado l'l iguala el coeficisn-
' o' te de rsflexion residual an la ba£!_ 
da de paso: Esto da una idea de 
los margenes de z y IRI para los 
L m F • que loa dise~os basados en la or-
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Fig. 3. Caeficiente de reflexion apra x imado R (A), primera careccion· 
(C), cata calculada del valar anterior (D) y error verdaaero (B) en fun 
cion de la longitud narmalizada de la linea para una transicion expane~ 
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Fig . 4 . Lineas de coeficiente de refle x ion eproximedo constants Rm 
( tr az o s olido ) y cota es timada de l error ~0 (trazo disc ontinue) p a ra u-
n a tr a nsicion de Chebychev en funcion de la impedancia (norm Hlizada) de 
c ar a LL• 
7l 
